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Resumen

El empleo de simuladores digitales en la clase de Célculo, como en otras
asignaturas de matemética y fisica, permite a los alumnos y profesores una
nueva forma de llevar adelante el proceso de ensefianza y aprendizaje de los
contenidos del programa, a través de metodologias de trabajo mas activa y de
mayor participacion de los estudiantes en la construccion de los conocimientos.
Los simuladores son dispositivos computacionales que permiten reproducir
fendbmenos semejantes a los que tienen lugar en situaciones reales. Ademas de
esta ventaja, pueden llevar al estudiante a mejorar su proceso de pensamiento
complejo, y a favorecer su motivacion, por tratarse de recursos tecnologicos
que forman parte de nuevas formas culturales. Los simuladores digitales
constituyen una herramienta importante, inteligente y poderosa, pero
herramienta al fin, en la tarea compleja del proceso de ensefianza y aprendizaje
de la mateméatica, que no puede suplir la labor del docente en su rol de
coordinador y orientador del aprendizaje como tampoco la del alumno, como
protagonista principal en el proceso de asignar sentido y comprension al
conocimiento. En el marco del taller se desarrollaran y compartiran experiencias
vinculadas con los aspectos de una planificacion de clase en un entorno
computacional.

Este apunte contiene: fundamentos tedricos, enfoque didactico, algunas
precisiones acerca de Java, practicos para trabajar en el laboratorio de
informatica o en su propia computadora, el concepto de multiplicadores de
Lagrange con su teorema correspondiente que se puede visualizar a través de
diferentes gréaficas, para mostrar la potencia de esta herramienta computacional y
finalmente la bibliografia.
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EL EMPLEO DE SIMULADORES DIGITALES EN LA CLASE DE CALCULO
Introduccién

Los progresos en la ciencia y la tecnologia, que se producen a un ritmo constante
y vertiginoso, los cambios culturales y sociales, junto al fenomeno de la
globalizacion, constituyen un nuevo panorama en el que el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la matematica no puede dejar de estar involucrado.

En ese sentido, el uso de los simuladores digitales en las clases de Matematica
se perfila como una opcién valida a tener en cuenta, como estrategia de
ensefianza complementaria, que puede favorecer un aprendizaje innovador, de
tipo significativo y constructivista, y que puede ser empleada también en
combinacion con otras estrategias, acordes a lo arriba sefialado.

Como recursos tecnolégicos, los simuladores digitales contribuyen a incentivar al
alumno a aprender matematica, fomentan el desarrollo de procesos de
pensamientos acordes sobre situaciones complejas y que pueden ser importantes
en el uso activo de estrategias de resoluciébn de problemas y actGan como
facilitadores del aprendizaje. En un entorno computacional, los estudiantes
toman decisiones durante las simulaciones.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Los simuladores digitales son dispositivos que permiten reproducir fenébmenos
similares a los que tienen lugar en la realidad. Entre las razones que
fundamentan el uso de los mismos en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
matematica, podemos mencionar las siguientes: refuerzan un aprendizaje de tipo
constructivo, ya que permiten al estudiante construir su propio conocimiento sin
tener que recurrir a una memorizaciébn mecéanica de las nociones; constituyen un
recurso tecnologico que apoya el pensamiento significativo a través de la
ejecucion de operaciones que permiten a los estudiantes, entre otras cosas,
generar y verificar hipdtesis y resolver situaciones-problemas; estimulan el
comentario, facilitan la integracion de los conceptos fundamentales, le permiten
al estudiante observar y controlar sus avances, reafirmar o modificar sus ideas,
etc.; favorecen el desarrollo de una actitud de confianza en si mismo, despiertan
el interés por adquirir nuevos conocimientos y mejorar su interaccion con los
docentes, con sus pares y con los instrumentos didacticos. Posibilitan el
acercamiento de la matematica, y en nuestro caso, especificamente de los
conceptos del Célculo con los problemas reales.

ENFOQUE DIDACTICO

Este taller se sitia en el marco conceptual del enfoque semiotico antropoldgico
de la Didactica de la Matematica, en la que el conocimiento no es una copia de la
realidad, sino un elemento que emerge de las préacticas eficientes realizadas
tanto en el aula como fuera de ella, que tiene que ver fundamentalmente con la
resolucion de problemas, y que depende de los medios institucionales de que
dispone el docente y el alumno.



El uso de simuladores digitales puede servir como herramienta valida en la
construccion de ese conocimiento por parte del alumno.

La planificacion de una clase de Calculo en la que se va a emplear simuladores
digitales, requiere tener en claro los siguientes aspectos:

e Motivaciones del empleo de los simuladores digitales

El empleo de simuladores digitales puede estar motivado por, entre otras
razones, las siguientes: el aprendizaje de nociones del Calculo mediante el
empleo de una metodologia no tradicional; la busqueda de una actitud positiva
de los alumnos frente a las matematicas; los objetivos curriculares previstos en la
planificacion de la asignatura; el aprendizaje en equipo; la posibilidad de un
aprendizaje mas autbnomo por parte de los alumnos y las disponibilidades
tecnologicas de la institucion.

e Contenidos a desarrollar

De los contenidos que forman parte de una asignatura es conveniente
seleccionar un grupo de temas para trabajar con la ayuda de simuladores
digitales. Esta eleccion puede ser personal o surgir de un intercambio de ideas
en el Departamento Académico. Entre las cosas que pueden influir en esta
seleccién de contenidos estan: los objetivos propuestos, el grupo de alumnos
con que se va a trabajar, la disponibilidad tecnolégica de la instituciébn y los
materiales elaborados con que se cuentan. También se puede considerar
aguellos temas que sean aplicables a otras asignaturas.

e Fechas y tiempo de realizacién

El empleo de nuevas metodologias y recursos, como la del uso de simuladores
digitales en la clase de Calculo, requiere fijar fechas de realizaciébn de la
experiencia y la duraciéon de la misma.

Hay que asignar una duracién minima necesaria que le permita al estudiante, un
tiempo de familiarizacién con este recurso y con la metodologia de trabajo; y a su
vez, que al docente le resulte una experiencia digna de tener en cuenta, tratando
de no sobrepasar los tiempos institucionales establecidos para el desarrollo de la
asignatura.

e Aula o laboratorio de informéatica

Actualmente casi todas las instituciones educativas disponen de un aula o
laboratorio de informética. Es preciso conocer las disponibilidades técnicas de
estos ambientes (cantidad de maquinas, capacidad de las mismas, posibilidades
de proyeccion, etc), personal a su cargo Yy del tiempo que puedan asignarnos
para la realizacion de la experiencia.



e Programacion exhaustiva

Es importante realizar una programacion detallada de la experimentacion de
modo que todo esté previsto antes de empezar a trabajar con los alumnos en el
aula de informéatica. Para ello es importante preparar con antelacion, los recursos
que se van a utilizar, guias de trabajo a emplear con los simuladores y materiales
de evaluacion.

El uso de simuladores digitales, con contenidos previamente seleccionados,
implica tener en cuenta algunas estrategias que ayudaran a realizarla y la
metodologia que es necesario utilizar durante el desarrollo de la misma.

¢ Metodologia de trabajo e implementacién

Se mencionan a continuacién algunas estrategias a tener en cuenta antes de
comenzar la experiencia de aprendizaje con simuladores digitales:

- Conviene dedicar un tiempo para explicar a los alumnos en qué va a
consistir el trabajo en el aula de informéatica y para hacerles notar que
esa experiencia tiene un fin educativo.

- Es recomendable tener elaboradas Guias de Trabajos Practicos para ser
desarrolladas en el aula de informética. Estas guias pueden ser resueltas
en grupo, de modo de facilitar la interaccidn entre los estudiantes y la
tarea de evaluacion del profesor. Esto forma parte de un disefio
instruccional que puede incorporar la presentacion de esta guia como
informe de trabajo, que; promueve la participacion de los alumnos,
permite ejercitar la responsabilidad en cuanto al aprendizaje y entrega de
trabajos, facilita la socializacion y la posibilidad de una devolucién por
parte del docente con miras a orientar mejor el proceso de aprendizaje que
se estd llevando a cabo. Estas guias o informes corregidos, deben ser
devueltas a los alumnos de modo que puedan disponer de ellas como
herramientas de estudio.

- El profesor interviene explicando y orientando en la realizacion de los
trabajos.

- Una prevision que, si es posible, ayuda al buen funcionamiento de la clase
es contar con algun compafiero o auxiliar docente que colabore con
nosotros. Asi uno de los profesores se puede dedicar a resolver las dudas
de aprendizaje que surjan sobre las actividades propuestas y el otro a las
dificultades informéticas. Puede ocurrir también que uno atienda las dudas
particulares y el otro siga de cerca el comportamiento general del grupo.

e Proceso de evaluacion

La evaluacién de la experiencia realizada es importante dado que le permitira al
docente sacar conclusiones sobre la actividad implementada y especialmente
sobre los logros alcanzados por los alumnos. Por esta razén, resulta importante
realizar una evaluacion de la experimentacion en el aula desde el punto de vista
del profesor y también del alumno.



Una evaluacion completa de la experiencia desde los puntos de vista

mencionados, debe incluir:

« El informe de experiencias, la realizacion de una prueba y encuesta finales.

e El analisis de los resultados recogidos de las distintas herramientas de
evaluacion empleadas: encuesta inicial, evaluacién previa, hojas de trabajo,
diario de clase, prueba final y encuesta final.

« Una apreciacion personal del docente.

En el desarrollo del taller se explicitara el manejo de los simuladores digitales
(Applets en JAVA), la forma de crearlos y modificarlos, sin que se requieran
mayores conocimientos de programacion, con el propésito que puedan
introducirlos en sus clases de Calculo.

Los temas gue seran abordados mediante los simuladores digitales,
corresponden a algunas nociones de Célculo, tanto de una variable como de
varias variables.

En el marco del taller se irAn desarrollando y compartiendo experiencias
vinculadas con los aspectos de una planificacion de una clase en un entorno
computacional, que mencionamos anteriormente.

Este taller surge de nuestra participacion como docentes/alumnos en el proyecto
Homovidens, el Programa “Profesores para el Futuro” desarrollado por la
Universidad Tecnoldgica Nacional-Facultad Regional Buenos Aires en
colaboracion con el Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte de Espafa.
www.sceu.frba.utn.edu.ar/dav




Acercade JAVA

JAVA es un lenguaje de programacion disefiado e implementado por un grupo
personas de la empresa Sun Microsystem.

El término JAVA se refiere a un tipo de café, algo asi como lo es para nosotros
un capuchino.

Con JAVA se puede escribir aplicaciones, llamadas applets, que pueden
incorporarse dentro de los sitios web y ser ejecutadas desde una pagina base.

Los archivos de los applets son pequefios y transportables, lo que permite que
se puedan cargar e integrar con facilidad dentro de una pagina web.

Los simuladores digitales que se utilizaran permiten que aun, sin ser expertos
programadores, puedan ser modificados y crear nuevos simuladores o applets de
Java que pueden colocarse en una pagina web.

Los simuladores son aplicaciones de Java que estan insertos en una
pagina web.

Esta pagina puede ser empleada en forma off-line (en una PC sin conexion a
Internet) o bien On-line (a través de Internet).

Instalacion del motor Java

Los simuladores son aplicaciones realizadas con Java.

Para ejecutarlas es necesario que nuestra PC posea este software especial
llamado maquina virtual Java.

Si no se dispone de este soft se lo puede descargar gratuitamente desde la
direccion

http://www.java.com

Funcionamiento de los simuladores

Los simuladores dependen de dos motores, llamados Descartes.jary
Descartes3.jar

Descartes,jar
Executable Jar File
153 KB

Este motor es empleado por casi todos los simuladores que utilizan 2
dimensiones.

DescartesS.j%
Executable JarFile
287 KE

Lt
Il

=A

Este motor es empleado por casi todos los simuladores que utilizan 3
dimensiones, o que son mas elaborados en su funcionalidad.



http://www.java.com/

Las paginas web y los motores de Java

Las paginas web estan escritas en cédigo HTML y podemos ver su codigo
fuente desde la lengleta VER o VEW.

La aplicacion de Java comienza y termina con el término applet, el resto
corresponde al los demas aspectos de una pagina, tales como: titulo, color,
tamafio de letra, etc.

<applet code="Dezcartes.class"

codebaze=""

archive="Descartes3, jar"

tipo="numdeasute: rica’ id="x"' valor="2.0" fijo="no' nombre="x" visible="si' pos_mensajes="centro'"s
«/applets

Si se observa el término codebase, se podra ver que aparece el simbolo “”, esto
indica que el motor Descartes.jar, o Descartes3.jar, como en este caso, que
aparece en archive esta junto con la pagina web.

Para disefiar una pagina web hay que disponer de un editor como Frontpage.
Abrimos este editor

FrontPage

Archivo Edicion  Wer Insertar Formato Herramientas Tabla Marcos Wentana Ayuda
O-=- = & & ¥ ® < B OE B T G,
{Minguno) ~ (fuerte predeterminada) ~ MNormal -~ | W A 8 [EE = (IS S £+ & - A -

pagina_nueva_1.htm

Luego de trabajar en esta pagina, hay que guardarla, por ejemplo, de esta
manera:
Taller didactico.htm o Taller didactico.html

Titulo de la pagina:  Taller didactico Cambiar. .. |
Mambre de archiva: |Taller didéctico, htrm ﬂ | E suardar |
Guardar coma bpo:  [Paginas Web (*.htm; *. Rkl * shiml;* shim * st .2 - Cancelar |

Ir a la Carpeta donde se guardé la pagina y se podra ver el rétulo siguiente:

Taller didactica,htm

9 HTML Docurnent
| 1 KB

Abrir una carpeta en el disco local (C:) y puede llamarla con cualquier nombre que
le se le quiera asignar, por ejemplo: Taller



,,] Taller

El motor o los dos motores de Java se pueden insertar en esta carpeta, junto con
la pagina web. Esta es una opcion.

£ Taller didackica,hkm
HTML Dacurment
1 KB

Paneles de control

Descarkes.jar
Executable lar File
153 KB

Para realizar las modificaciones en los simuladores se usara una “interfase” que
permite que nuestra tarea sea mas sencilla. Esta interfase estad compuesta por 5
paneles de Control en el motor Descartes y 7 paneles en Descartes3.

Utilice la pagina triangulos.htm, y dentro de ella se encontrara el simulador
(aplicacion o applet de Java) con el que se trabajara.

kriangulos. bkm

créditusl 2001 i"ZD 0.x i"—lZD 0.y i“lﬂﬂ cnnﬂgl

A=75,0

iniciul E %'45-0 C %'50-0 Iimpiarl

Para activar la interfase debera hacer doble clic sobre el simulador o clic con el
boton derecho del mouse y se abrird una ventanita desde donde se activa
CONFIG.



En la Configuracién aparecen los cinco paneles que fueron mencionados
anteriormente:

Al activar cada panel de configuracién apareceran opciones especificas al panel
seleccionado. A continuacion se veran las opciones que surgen al activar el
panel Espacio

deshacer rebiacer ariginal cadigo

Java Applet Window

En la parte final se veran tres botones: aceptar, cerrary salir, que sirven para
salir de la configuracion, de modo distinto: aceptar significa salir aceptando los
cambios y cierra la ventana, cerrar, significa salir ignorando los cambios y
aplicar, acepta los cambios y continda dentro del panel. Este ultimo boton es el
mas utilizado.



Para trabajar en el laboratorio

Trabajo Practico N° 1
La ubicacion de los motores de Java
Objetivo:

Aprender a escribir correctamente el codebase del codigo fuente del simulador,
segun la ubicacién de los motores de Java.

Actividades:
Para alcanzar el objetivo propuesto, se llevaran a cabo las siguientes actividades:
Actividad 1

Crear una carpeta, que se puede llamar Desarrollo Taller y ubicar en ella los
motores Descartes y Descartes3.

Ubicar en la misma carpeta una hoja de htm, que puede llamar Base.

Observar detenidamente el codebase del simulador, poniendo atencién en su
estructura.

Actividad 2

Dentro de la carpeta anterior crear una nueva carpeta que puede llamar Carpeta
1y en ella copiar la hoja de htm que se llamé Base.

Los motores quedan en la carpeta anterior que se identific6 como Desarrollo
Taller.

Ahora para que pueda funcionar el simulador deberé ir al codigo fuente mediante
alguna de las opciones siguientes:

Opcion 1

En la pagina web llamada Base clickee con el boton derecho del mouse y marque
en “abrir block de notas”, esto le permitira llegar al cédigo fuente y en codebase.
Ahora escribir “../”. De esta manera se indica que los motores estan un nivel
arriba de donde esta la pagina llamada Base. Luego abra esta pagina y actualice
el cambio realizado pulsando la etiqueta Actualizar. Luego verifique si funciona el
simulador.

Opciodn 2

Abra la pagina web llamada Base y observe que el simulador no funciona. Abra la
etiqueta View o Ver y vaya a la parte inferior donde dice Cédigo fuente. Una vez
en el cddigo fuente, corrija el codebase como en la opcién anterior. Luego en
archivo ponga guardar. A continuacién Cerrar y actualizar estos cambios
pulsando la etiqueta Actualizar que aparece en la parte superior y a la izquierda
de la pantalla. Nuevamente verifique si el simulador funciona.



Actividad 3

Dentro de la carpeta Carpeta 1 cree una nueva carpeta que puede llamar
Carpeta 2 y copie alli la pagina web llamada Base.

Los motores se mantienen en la primera carpeta llamada Desarrollo Taller.
Verifiqgue que el simulador no funciona. Para que pueda andar el simulador en la
carpeta 2, debe seguir alguna de las opciones anteriores y una vez que se esta
en el codigo fuente, corrija el codebase escribiendo “..I../”, para indicar que los
motores estan dos niveles mas arriba.

Trabajo Practico N° 2
Andlisis de un simulador y su posterior modificacion
Objetivo:
Familiarizarse con la estructura de un simulador y aprender a modificarlo.
Actividad 1

Se trabajara con la hoja Base.htm que se encuentra en Carpeta 1.

Este simulador contiene una parabola.

Realizar el dibujo de la curva que estd en el simulador en una hoja y consignar
sus elementos.

Actividad 2

Analizar el simulador de la siguiente manera:

Pulse en configurar y comience en Controles.

Alli apareceran los siguientes elementos que se deberd consignar en una hoja
para luego cambiarlos, segun corresponda, cuando se quiera hacer una nueva
parabola.

e Controles

Escala (numérico)
Ox (numeérico)

Oy (numérico)

p (numérico)

X (numérico)

e Auxiliares

FP(variable)= sqrt(x"2+(p-x"2/(4*p))"2)



Trate de escribir estas féormulas en notacion matematica.

PD(variable)= p+x"2/(4*p)
e Graficos

ecuacion y=x"2/(4*p)
ecuacion y=-p
punto [0,p] texto F
punto [x,-p] texto D
punto [x,x"2/(4*p)] texto P
segmento [0,0][x,0] texto Xx=[X]
segmento [0,0][0,p] texto p=[p]
segmento [0,p][x,x"2/(4*p)] texto FP
segmento [x,x"2/(4*p)][X,-p] texto PD
texto [10,20] texto Parabola con eje vertical
vértice en el origen
y concavidad hacia arriba
texto [10,240] texto FP=[FP]\nPD=[PD]

Actividad 3

En esta actividad, también en una hoja, realice los cambios que correspondan a
los efectos de obtener una parabola con eje horizontal y concavidad hacia la
derecha y luego ingrese estos datos en el simulador.

¢Como se trabaja en esta ultima parte?

Pulse en la parte que se quiere agregar sentencias, ya sea Control, Auxiliares,
Graficos, etc; luego, en el rectangulo de edicidn que esta a la izquierda del panel
de configuracion, pulse la tecla “+” y agregue el elemento que se quiere
incorporar a la escena. Se dan las caracteristicas de este elemento y se pulsa
aplicar.

Una vez realizado todos los cambios, ir a la etiqueta Codigo que esta en la parte
superior derecha del panel de configuracion; seleccione todo el texto apretando la
tecla derecha del mouse; pulse copiar, cierre la configuracion, vaya al cédigo
fuente que esta en la etiqueta Ver de la pagina donde esta trabajando y apriete
pegar. Luego, guarde con el nombre que le quiera dar. Ubique esta pagina,
abrala y verifique que se tiene un nuevo simulador.

Para eliminar una sentencia, se aprieta la tecla “-*“ que esta en el rectangulo de
edicion y pulse aplicar.



Trabajo Practico N° 3
Limite y continuidad 1
Objetivos:

Adquirir habilidad en la construcciéon de una funcion definida a trozos mediante un
simulador.

En esta escena se ensayara la construccion de una funcion definida a trozos
definida por el estudiante.

Para ello: cambie, en la parte inferior, el valor 0 que aparece en la expresion
y=a(x)*(0) por la expresiébn que crea conveniente; y lo mismo en y=b(x)*(0).
Cada vez que se cambie el valor de 0 debera pulsar la tecla Intro o enter.
No tiene gracia sustituir 0 en las dos sitios con la misma expresion. Por ejemplo,
se puede sustituir 0 por -3*x-2 en y=b(x)*(0) y por 3*x+2 en la primera ecuacion.

Actividades
Escribir la ecuacién de una funcién:

e 1.- La funcidn f definida a trozos que tenga una discontinuidad evitable en
x=-1, sabiendo que f(-1)=2.

e 2.- La funcion g definida a trozos que sea continua en x=-1, sabiendo que
9(-1)=2.

e 3.- La funcién h definida a trozos que tenga una discontinuidad de salto
(finito o infinito) en x=-1, sabiendo que h(-1)=2

Luego ensaye con ellas segun las instrucciones dadas al principio de este
practico.



Trabajo Practico N° 4
Limite y continuidad 2

Objetivo:
e Ensayar la construccion de un simulador de una funcion definida a

trozos donde se deberan encontrar valores de algunos parametros.
¢ Analizar, modificar y ejecutar dicho simulador

Considere ahora la siguiente funcion:

’x2+2x—l st X =2
' st x=-2
x) =4
S 2 42x—-1 § —-2<x=1
ax+b st =]

-

En la siguiente escena esta representada la funcién para a=0, b=0 y k=1. Se
quiere hallar a, b y k para que sea continua en todos sus puntos. Se puede hacer
el calculo con lapiz y papel primero y luego constatar en el simulador.

Luego de trabajar con el simulador realice la siguiente:

Actividad: analisis del simulador y luego construccién para una funcion similar.
Sugerencia de trabajo:
a) Determine los valores de K que hagan a la funcién continua en todo
namero b) Utilice Descartes para obtener la gréafica de la funcién resultante.

kx—1 si x<2 kx—3 si x<3

X) =
kx? si 2<X 909 x? —kx six>3

f(X) =



Trabajo Practico N°5
Tangente y derivada

Objetivo:

Se pretende que el alumno-asistente cree una pégina utilizando el front page e
incorporando actividades y simuladores aplicados a la nocion de tangente y
derivadas

Actividad: elaboracion de una pagina html

Observar detenidamente una pégina ya elaborada por un docente.
Como sugerencia, se puede elaborar una Guia de Trabajos Practicos.

Abra una pagina nueva mediante el programa Frontpage.
Consigne en ella los siguientes elementos:

Carrera

Asignatura

Curso

Guia de Trabajos Précticos

Titulo del tema

: Conviene utilizar distintas fuentes, tamafos de letras y colores.

Para indicar en la pagina el lugar que va a ser ocupado por un simulador-
que ya esta creado- ir a Insertar, luego en Avanzadas elegir Subprograma
Java y escribir, por ejemplo: Taller Didactico; luego Descartes; y en
nombre poner simulador 1.

Repetir el procedimiento y escribir en nombre, simulador 2, simulador 3,
etc, segun el nimero de simuladores que va a tener la hoja.

Finalmente escribir el nombre de la pagina.

Guarde la pagina con el nombre Guia de Trabajos Préacticos. htm

Cierre esto y abra la pagina recién creada. En Cdédigo fuente, reemplace
el parrafo que tiene al comienzo y al final la palabra <applet> y pegue alli
el simulador 1, luego haga lo mismo con el 2, etc. Guarde esto y cierre.
Finalmente actualice los cambios realizados y observe la pagina
elaborada.



Trabajo Practico N° 6
Célculo Integral
Objetivo:

Analizar y estudiar el funcionamiento de un simulador para obtener las primitivas
de una funcion.

Actividad 1

Analizar el simulador Trabajo Practico N° 6. Primitivas de una funcion.
Mencionar los elementos que alli aparecen.

Indicar qué cosas realiza este simulador.

Actividad 2

1.- Considere la siguiente funcion
2

X
F(x)=>+C
() A

a) Calcule manualmente su derivada y escriba como dF(X)
b) Escriba la ecuacion de la recta tangente en la forma tF (X)

2.- Para construir el simulador, siga las instrucciones que aparecen a

continuacion:
* Abra la pégina Base.htm y agregue las modificaciones que figuran a
continuacion. Luego vaya a config, pulse aplicar y con el boton izquierdo del
mouse copie el texto seleccionado. Cierre config y en la etiqueta Ver de la pagina
Base.htm ir a Cddigo fuente, pegar lo que se tiene copiado y guarde con el
nombre de Trabajo Practico en la carpeta donde esta trabajando. Se habra
obtenido un nuevo simulador.

fespafiol v ‘ | original | nueva | cadigo
f+ Espacio O Controles O Bxiliares [ Graficos [ Anirmacian
Jfﬂndn ﬂl? red ﬂp red10 ﬂl? Bjes JIF testo

W ndmeros [v eje-x | [v eje-y |

[ creditos [ config [v inicio [ limpiar

aceptar | Cerrar | aplicar




Controles | Escala Ox Oy x0 C
(numérico) (numérico) | (humérico) | (numérico) | (numerico)

Valor 32 0 0 -5 -3

Nombre zoom Ox Oy x0 C
Decimales | 4*(escala<10) | O 0 2 2

Region norte norte norte sur sur

Incr 8 32 32 0.1 0.5

Min 8 - - - -

Max 1000000 - - - -

Visible Si Si Si Si Si

En Auxiliares,

agregue como funcioén,

F(x), dF(x), tF(x), con sus

férmulas correspondientes.

En Gréficos, ingrese como ecuacion, las formulas de F(x), dF(x), tF(x)
de la siguiente manera:

y=F(x), y=dF(x), y=tF(Xx),con distintos colores y ademas, los
siguientes elementos:

Gréficos | Formula Tamafo | Ancho | Texto Decimales
Segmento | [x0,F(x0)][x0+1,F(x0)] 2 1 1 2
Segmento | [x0+1,F(x0)][x0+1,tF(x0+1)] | 2 [dF(x0)] |2
Segmento | [x0,0][x0,dF(x0)] 2 1 F(x0]) |2
Punto [x0,0] 2 - x0=[x0] |2

Con distintos colores.
Actividad 3

Realice una tarea similar para obtener las primitivas de una funcién potencial
como se describe a continuacion:

Introduzca la funcion f(X) =a*x" con el propésito de hallar la primitiva

a
F(x) = —1* x"™ 4+ C siendo C una constante que depende de los valores
n+

de X y de F(X).
Construya el simulador de la siguiente manera:




Espacio:

_ vl deshacer rehacer ariginal

Controles

Controles numéricos

Control numérico | escala 0.x O.y a n
valor 24 0 0 1 1
nombre zoom O.x O.y a n
decimales 4*(escala<10) | O 0 0 0
region norte norte | norte sur sur
incremento 4 32 32 0.1 0.1
minimo 8

maximo 1000000

visible Si Si Si Si Si

Controles gréficos

Controles graficos X0 P
pos [-5,0] [1,0]
tamafo 4 4
constriccion y=0
texto P
decimales 2 2
Auxiliares
Funciones
f(x)=a*x"

ix)=a*x"/n+1

pf(x) =1(x) —1(P.x)+ P.y
tf (x) = T (x0.x) * (x — x0.x) + pf (x0.x)



Graficos

Ecuacion Y = tf (x) ancho 1
Punto [x0.x,f(x0.x)] tamafio 2

Punto [x0.x,0] tamafio 2 texto x0=[x0.x]
Segmentos (3)

[X0.x,pf(x0.x)][x0.x+1,pf(x0.x)]
Tamarfo 2, ancho 1, texto 1, decimales 2

[x0.x+1,pf(x0.x)][X0.x+1,tf(x0.x+1)]
Tamario 2, ancho 1, texto [f(x0.x)], decimales 2

[x0.x,0][x0.x,f(x0.x)]
Tamarfio 2, ancho 1, texto F'([x0.x]), decimales 2

Curvas (2)
[t,f(t)], parametro t, intervalo [-6,6], pasos 500

[t,pf(t)], parametro t, intervalo [-6,x0.x], pasos 500

Texto (4)
[1+ind((x0.x<5)|(n=-1))*10000,35], texto: La funcién hallada es

[1+ind((x0.x<5)|(n=-1))*10000,50], texto:
F)=([a/(n+1)])xN([n+1])+([-i(P-x)+P.y])

[1,5], texto: La funcion introducida es

[1,20], texto: f(x)=([a])x*([n])



MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
INTRODUCCION

El método de multiplicadores de Lagrange esta vinculado a la resolucion de
problemas de optimizacion de campos escalares sujetos a restriccion de las
variables. Se tomaran, en particular, funciones reales de un vector de dos
variables o campos escalares de dos variables, que estan condicionados por una
funcién de dos variables.

En el curso anterior (Calculo 1) se resolvieron ejercicios para determinar extremos
de una funcién escalar de variable real, de tipo independiente o libre, cuando la
funcibn o problema a resolver no tenia ninguna restriccion; y también se
resolvieron problemas de optimizacién con restriccion, o dependiente. En este
caso, el método de resolucidon consistia en despejar una de las variables en la
ecuacion de condicion y reemplazar en la funcién dada, de modo de tener una
funcién en una sola variable y resolver la situacién aplicando, entre otras cosas,
los criterios de determinacién de extremos relativos para funciones de una sola
variable. Ahora se resolvera este tipo de situaciones problemas, empleando el
método de multiplicadores de Lagrange. Antes, se hard un repaso de las nociones
de superficies cuadricas y de curvas de nivel, dado que los multiplicadores de
Lagrange para funciones de dos variables estan intimamente vinculados a estas
nociones, en especial, la de curva de nivel.

Este tema esté orientado a los alumnos que cursan Célculo Il de las carreras de
ingenieria de la Universidad Nacional de Santiago del Estero.

OBJETIVOS

e Visualizar algunas superficies cuadricas y curvas de nivel para distintos
valores de la variable z.

o lIdentificar, a través de los simuladores, los puntos (X,y) sobre la curva
correspondiente a la funcion restriccion donde la funcion principal tiene
extremos.

e Interpretar graficamente los resultados obtenidos empleando el método de
multiplicadores de Lagrange.

e Aproximar las soluciones del problema a partir de la observacion en el
simulador, de las curvas de nivel de la funcién principal y la curva
correspondiente a la funcion condicionante.

e Adquirir habilidad en la resolucion de problemas de optimizacién en un
ambiente computacional.



SUPERFICIES Y CURVAS DE NIVEL

Se comenzara recordando que la grafica de una ecuacion en tres variables es
una superficie en el espacio tridimensional.

Una superficie es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una
ecuacion, como vemos en la figura inferior.

Se consideraron, hasta ahora, cuatro tipos especiales de superficies:

Planos
Esferas
Cilindros
Cuadricas

Considere posteriormente las funciones reales de varias variables, llamadas
también campos escalares, en particular, las de dos variables. Recuerde que
una funcion f de dos variables es una regla que asigna a cada par ordenado de

nameros reales (x,y) de un cierto conjunto D, un Unico namero real que se indica
por f(x,y). El conjunto D es el dominio de f y su imagen es el conjunto de
valores que toma f .

Las curvas de nivel representan un método para visualizar funciones, empleado
por quienes hacen mapas. Las curvas de nivel son mapas de contornos, en los
que se unen puntos de elevacion constante.

Definicién:

Las curvas de nivel de una funcion f de dos variables son las curvas con
ecuaciones f(x,y) =k, donde k es un namero real fijjo 0 constante, que esta en
el recorrido de la funcion.

Se presentan a continuacion, tres ejemplos donde se muestran las superficies
cuddricas y las curvas de nivel asociadas a funciones definidas por la ecuacion
cuadrica de la superficie dada.



Primer ejemplo

&
Z00In ¥

. . P Eje ¥
Grafico de una superficie cuadrica ] 5

Curwas|de niwvel de £x,¥)I=0

Hie ¥

inicinl z i'z.u M|

Se puede observar como a medida que sube o baja el plano paralelo al plano
coordenado z, para valores determinados de z, se van generando curvas de
nivel, cuyo valor de z aparece en cada curva.

Segundo ejemplo

)
Z00m v

Eje

inicinl z



Recuerde que las superficies cuadricas se pueden considerar como extension al
espacio tridimensional de algunas nociones que se vieron anteriormente, tales
como las secciones conicas o0 conicas. Las curvas de nivel que se obtienen son
conicas que surgen de la interseccion de un plano paralelo al plano xy, para
ciertos valores de z, con la superficie cuadrica considerada.

Observe el tercer ejemplo:

&
Z00m v

Eje ¥

Survas de nivel de |Eix,v¥

iniciol z ill

Pinchando en la parte de la izquierda, donde aparece la superficie y el plano que
lo secciona, manteniendo la tecla de la izquierda del mouse y desplazando el
mouse por distintos puntos, se podra ver la superficie y el plano desde distintos
angulos.

TEOREMA DE LAGRANGE Y METODO DE MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE

Primero se recuerda el teorema de Lagrange, para funciones de dos variables,
cuya demostracién se vio en clase.

Teorema de Lagrange

Supdngase que f y g tienen derivadas parciales continuas y que f tiene un
extremo en el punto P=(x,,Y,) sobre la curva lisa o suave de restriccion

g(x,y) =c.
Si Vg(x,y)= 0 existe un numero real A tal que Vf(Xy,Yo) =4 Va(Xg,Yo)



Se consigna a continuacion el Método de multiplicadores de Lagrange.
Es conveniente recordar que se estd trabajando con funciones f y g que

satisfacen las hipotesis del teorema de Lagrange y por ende, f(x,y) tiene en
P =(X,,Yo)Un extremo restringido por la condicion g(x,y)=c. Entonces, para
encontrar los valores extremos se trabajara de la siguiente manera:

1°. Resolver el sistema de tres ecuaciones:

f,(X,y) =1 9,(xY)
f,(xy)=219,(xY)
g(x,y)=c

Los valores mayor y menor son el maximo y el minimo de f, respectivamente,
sujetos a la condicion fijada.

Ejemplo 1

A&
Z00m v

Eje T
cuacion es: 12 grad de £={1.62 ,1.49)

Curvas de niwel de Fix,¥) cuya
L _ 2.2 grad de g={1,1]
Punto de tangencia=( 1.00 , 1.00 )
En F.de tang. £(1,l)=2, max
Funcién winculante de ecuacidn:

g (xy) =x+y=2

gradf

=10 =5
Eje X
inicio z iIS.Q a ill'Zl e |

Primero, pinche en el centro del origen del sistema con la tecla izquierda del
mouse y de esa manera desplace el punto que indica la curva de nivel de color

negro.
Luego, aumente el valor de "a" para poder visualizar una de las curvas de nivel de

la funcién f . Vuelva a hacer click en el centro para obtener el vector gradiente de

f . Con la tecla izquierda oprimida y ubicada en el origen del vector gradiente de
f, se lo traslada hasta el punto donde los vectores gradientes son paralelos.
Esto forma parte de la interpretacion geométrica del teorema de Lagrange.



El punto (xy) de tangencia entre la curva de nivel de f y la curva
correspondiente a la funcion condicionante g, es el punto donde los vectores

gradientes son paralelos, de igual o de sentido contrario. Es el punto de la curva
de g, donde la funcién f alcanza su valor extremo, maximo o minimo.

Actividad
Realice los calculos con lapiz y papel y coteje con lo que aparece en pantalla,
tanto del ejemplo 1 como del ejemplo 2.

Ejemplo 2
Z00m il

Eje|¥|S
Curwvas de niwvel de £ix,v)=0 cuya ecuacidn eg: grad de £=(-3.02 , -3.0z )
grad de g={-1.39, 2.6
Punto de tang.l={2.00 , 1.00 )
Punto de tang.2={ 2.00 , -1.00 )
unto de tang. 3= -2.00 , 1.00)
P 0 de Gang.d=(-2.00 , -1.00 ]

TN

n P.tang.l, £(2,1)=2, max

En P.tang.2, £i2,-11=-2, nin
_Zgggﬂ.tang.S, fi-2,11=-2, nin

={0.57,
En P.tang.4, £(-2,-1)=2, nax
gradf
T=a,x
inicinl z i|4.u a il—z.nu | -

Luego de proceder como en el primer ejemplo, asigne a "z" valores negativos
para poder ver los otros dos puntos donde la funcién f alcanza los valores

extremos.

PROBLEMA PROPUESTO

En los dos ejemplos anteriores; la tarea ha consistido en visualizar las curvas de
nivel de f, la curva de g, los puntos de tangencia de las curvas de ambas

funciones y los vectores gradientes. El alumno podria haber resuelto el ejercicio
con papel y lapiz y comprobado la soluciobn que aparece en la ventana
computacional.

Ahora, a partir de la observacion del punto de tangencia y del paralelismo de los
vectores gradientes, se invita al alumno a conjeturar acerca de la o las soluciones
a un problema de optimizacion, cuyas funciones se presentan en el applet.



Luego de haber realizado esto, puede posteriormente resolver el problema
aplicando el método de Lagrange, con l4piz y papel, y corroborar sus conjeturas.
El objetivo de este ejercicio responde a la actividad de emplear la interpretacion
geométrica del teorema para que a partir de alli se pueda obtener en forma
aproximada las soluciones del problema.

No olvide darle valores a la variable "a" y valores positivos y negativos a la
variable "z " para poder encontrar los puntos de tangencia de la curva de nivel de
f ylacurvade g. Ahora resuelva el problema con lapiz y papel y confronte esos

resultados con los que se ha deducido a partir de la observacién de los puntos de
tangencia.jSuerte!.

EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

Creemos que el encuentro que tendras ahora con estos dos ejercicios de
auto evaluacion seran de gran interés para vos. El primer ejercicio es simple;
no asi el segundo; que se presta para jugar un poco con la maquina y
para valores de las variables “a” y “b”, que pueden ser iguales o distintos
Primer ejercicio
a) ¢A qué superficie cuadrica corresponden las curvas de nivel de f ?
b) ¢Estan dadas las funciones que aparecen en pantalla y debes determinar
para qué valor de se produce el o los puntos de tangencia de las curvas de f con

la de g?.
c) ¢Paraqué valorde x e y ocurren estos puntos de tangencia?



d) ¢ Qué ocurre con la funcion f en estos puntos de tangencia? Comprueba esto
resolviendo el ejercicio, aplicando el método de multiplicadores de Lagrange, con
lapiz y papel.

Z00m
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Grafico de gix,¥)=v¥x=1

inicinl z i'z. ao | >

Segundo ejercicio

Curvas de niwel de £ix,v)=0 cuya ecuacidn es:

z=x +y2

-10 =8

™

La pantalla muestra una funcion f(x,y)=a que tiene un menu de tres ecuaciones
y otra funcion g(x,y)=b con las mismas ecuaciones que f . Puedes combinar
una de las ecuaciones de f con otra de g; variar los valores de ay de b; y ver;
en los casos en que existan; los puntos de tangencia de las curvas de f con la
curva de g. ¢Qué conclusiones puedes elaborar a partir de estas situaciones;

tanto en las que existan estos puntos como en aquellas en las que no se dé esta
posibilidad?
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No olvides usar con frecuencia el botén de limpiar para tener nuevas graficas y
que no queden rastros de la situacion anterior, asi la pantalla se ve mas clara con
las nuevas ecuaciones. Gracias por tu atencién brindada. Comprueba los
resultados resolviendo los ejercicios siguiendo el método de multiplicadores de
Lagrange, con lapiz, papel (y borrador).

(=
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