FAyA — Licenciatura en Quimica
Fisica III afio 2006

MECANICA ESTADISTICA

INTRODUCCION

PROBABILIDAD

Probabilidad es la cuantificacion de la esperanza del resultado de un experimento o
evento. Si el posible resultado de un experimento es A4, la probabilidad de que ocurra 4 es
P(A).

El espacio de muestra de un experimento, es un conjunto S, de elementos, tales que
cada resultado del experimento corresponde a uno o mas elementos del conjunto.

VARIABLE ESTOCASTICA

Variable estocastica o aleatoria, es una cantidad o magnitud cuyo valor es un
namero que se obtiene como resultado de un experimento. Una variable estocastica X de un
espacio de muestra S, es una funcidon que mapea elementos de S en el conjunto de los
nameros reales {R} de tal forma que el mapeo inverso de cada intervalo de {R}
corresponde con un evento de S.

VARIBLE ESTOCASTICA DISCRETA

Consideremos la variable estocastica X de un espacio de muestra S, que toma el
siguiente conjunto (finito o infinito) de valores numerables X (S) = {xl,xz, ..... } Podemos
construir un espacio de probabilidades para X(S) definiendo una probabilidad para cada
valor de x;. El conjunto de valores de f{x;) es denominado la distribucion de probabilidades
de S. La distribucion de probabilidades f{x;) debe satisfacer las siguientes condiciones.

f()=0 y D fx)=1

Si determinamos la funcion distribucion f{x;), para la variable estocastica X,
entonces obtenemos toda la informacion posible respecto de ella.
Se define el n-esimo momento de X como

X7 =2 )

Algunos momentos tienen nombres especiales. El valor de expectacion de X o
media es <X > La varianza o desviacion estandar de X se define como
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2 Y2
o =(x) -7
Los momentos de X nos dan informacion respecto de la forma y de como se
extiende la funcion distribucion f(x;).

VARIBLE ESTOCASTICA CONTINUA

Consideremos la variable estocastica X la cual toma un conjunto continuo de
valores, tal como un intervalo de la recta real a < X <b. Consideremos que existe una
funcion continua fy(x), tal que la probabilidad de que X adopte un valor en el intervalo
a< X <b, Pla< X <b),esté dada por

Pa<X <b)=[ f,(x)dx

luego X es una variable estocastica continua y fy(x) es la densidad de probabilidad de X. La
densidad de probabilidad debe cumplir con las siguientes condiciones

)20y [ fix)dx=1

donde la integral se extiende sobre todo el rango de X.
Se define el n-esimo momento de X como

(X") = [ 2" f (x)dx

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Sean X'y Y ambas variables estocasticas de un espacio de muestra S, con valores
X(S) = {xl,xz, ..... } y Y(S)= {yl,yz, ..... } Si  hacemos el conjunto producto
X(S)xY(S)= {(x,, V1)s(Xys Y5 ) }, podemos definir la probabilidad del par ordenado
{x.,y,} como P(X =x,Y=y)=f(x,y,). Donde la funcién f(x,,y,)es la distribucion de
probabilidad conjunta de X'y Y. Si las variables estocasticas son continuas se considera la

densidad de probabilidad conjunta. La densidad de probabilidad conjunta debe satisfacer las
siguientes condiciones

=0y [ fCoy)dxdy =1

ademas podemos obtener la densidad de probabilidad de X, f(x,y)sobre todo el rango de ¥

[e(0) =1 (x,)dy
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PROCESOS DE MARKOV

Consideremos un sistema cuyas propiedades pueden ser descriptas en términos de
una Unica variable estocastica Y.

Sea

P (y,,t,) la densidad de probabilidad que la variable estocéstica Y tenga los valores
y; al tiempo ;.

P (y,,t;y,,t,) la densidad de probabilidad conjunta que la variable estocastica Y
tenga los valores y; al tiempo #; y y, al tiempo 2.

P (y,,t;y,t55..3¥,,t,) la densidad de probabilidad conjunta que la variable
estocastica Y tenga los valores y; al tiempo ¢; , y; al tiempo #,,...., y, al tiempo ¢,.

Las densidades de probabilidad conjunta son positivas P, > 0, pueden ser reducidas

aplicando J‘Pn(yl 3 Vastysee 3 Vst AV, = P (V1583 V00t Y, 15 8,,) » Y €stan normalizadas

IR(yl’tl)dyl =1
Un proceso es llamado estacionario si
B (Vb3 yastysees Vo) = B (Dl 4 T5050 0 + T35 9,00, +7)
para todo n y t. Entonces, para un proceso estacionario B (y,,t,) = F(»,)
Introduzcamos la densidad de probabilidad condicional
B, (»,ty,,t,) la densidad de probabilidad condicional que la variable estocastica

Y tome los valores y; al tiempo ,, si tomo el valor y; al tiempo ¢,.
Y esté definida por

R(y,t)R, (0.t
y cumple con la condicion

Vasty) = B (3,15 35,85)

Il)l/l(yl,tl Vasty)dy, =1
Introduzcamos la densidad de probabilidad condicional conjunta
Pk/l(yl,tl;....;yk,tk‘y,m,tk+1;....;yk+,,tk+1) la densidad de probabilidad condicional
conjunta que la variable estocéstica Y tome los valores (¥, .4, 5 Visoti,,) teniendo en
cuenta que (),,%;....; ; .1, ) estan fijos.
La densidad de probabilidad condicional conjunta esta definida por
Bt Vistiseess Vo s Viewrs banse+ Viars b))

By tisees o ty)

La densidad de densidad de probabilidad condicional conjunta es importante cuando
existe correlacion entre los valores de la variable estocastica a diferentes tiempos, esto
significa que la variable estocastica posee alguna memoria de su pasado. Sin embargo, si la
variable estocastico no posee memoria de su pasado, las expresiones para la densidad de
probabilidad conjunta y la densidad de probabilidad condicional conjunta se simplifican
considerablemente.

I)k/l(yl’tl;"";yk’tk‘ykﬂ7tk+1;"";yk+l’tk+l) =
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Si la variable estocastica solo tiene memoria de su pasado inmediato, la densidad de
probabilidad conjunta P,_, ,(¥,,t5-3 Y, 158,

v,.t,) donde £, <¢, <...<t, toma la forma

Bt Yooyt Vs 1) = B (Vs L Vo 1)
esto significa que la densidad de probabilidad condicional para y, a t,, esta totalmente
determinada por el valor de y,.; a #,;, y no estd afectada por los valores que toma la
variable estocastica en los primeros tiempos. Un proceso como éste, que solo tiene
memoria de su pasado inmediato se llama proceso de Markov.

La densidad de probabilidad condicional 7, (y,,t|y,,t,) se llama probabilidad de

transicion. Un proceso de Markov esta totalmente determinado por dos funciones P(y,,,)

y B>t

¥,,t,). Por ejemplo
Py (513 Y0505 155 1) = Pz(%’t1;y2’t2)P2/1(J/1’tl;yz’tz‘ywl})
P35t Y0505 3583) = BV t) B (V8|30 80) B (V)56 Y3y 1)

DENSIDAD DE PROBABILIDAD PARA SISTEMAS DE
PARTICULAS

SISTEMA CLASICO

Consideremos un sistema clasico cerrado con 3N grados de libertad, por ejemplo, N
particulas en una caja cerrada. El estado del sistema esta totalmente definido por un

conjunto de 6N variables independientes (p",¢"), donde Py ¢" representan a los

vectores p" =(p,PyrsPy) Y 4" =(q,>44-qy) respectivamente, con p; y q; el
momento y la posicion de la /-esima particula.

Si el vector de estado X" = X" (p",¢")es conocido para un tiempo determinado,
entonces éste queda determinado para cualquier otro tiempo segln las leyes de Newton.

El Hamiltoniano para el sistema de particulas es H" =H"(X",?), luego la

evolucion temporal de las cantidades p; y ¢; (I=1,2,...,N) esta dada por las ecuaciones de
Hamilton

_dp _aHN _@_@H”

a0 T a o,

Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, entonces es una constante
de movimiento, y esta constante es la energia total del sistema. En esta caso el sistema se
llama conservativo

HY(X")=E
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El espacio de la fase I" de nuestro sistema, es un espacio de 6N dimensiones. Luego
el vector de estado X" (p",q") representa a un punto en el espacio de la fase. Como el

sistema evoluciona en el tiempo y su estado cambia, el punto X" del sistema describe una
trayectoria en el espacio I'.

Dk

Trayectoria en el espacio de la fase

Cuando se trata con sistemas fisicos reales, es dificil especificar correctamente el
estado del sistema. Siempre existe alguna incerteza en condiciones iniciales. Por lo tanto es
atil considerar a X" como una variable estocastica e introducir la densidad de probabilidad

en el espacio de la fase p(X",7). Donde p(X",t)dX" representa la probabilidad que el
punto de estado X" se encuentre en elemento de volumen XV — X" +dX" al tiempo t,
con dX" =dgq, x...xdq, xdp, x...xdp, es el diferencial de volumen en el espacio de la

fase.

Debido a que los puntos de estado siempre estan en algin lugar del espacio de fase,
la densidad de probabilidad cumple con la condicion de normalizacion

jp(XN,z)dXN =1
r
donde la integral se extiende a todo el espacio de la fase.

La probabilidad de encontrar un punto de estado en una determinada region finita R
del espacio I estd dada por

P(R) = j p(XV.1)dx" .
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SISTEMA CUANTICO

Cuando se estudia un sistema de particulas cuénticas, es conveniente trabajar con el
operador densidad de probabilidad p(¢). El operador densidad es un operador hermitiano

definido positivo, y puede ser usado para encontrar el valor de expectacion de un
observable en una determinada representacion.

Consideremos el conjunto de los autoestados del operador densidad ﬂﬂ)} y sus

respectivos autovalores {pi}, con p, >0 dado que p(¢r)es definido positivo, luego
podemos escribir el operador densidad como

o) = Zpi

donde p; es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado ‘ﬂi>, que cumplen con la

7,(0))\7,(8)

condicion z p;=1.
El valor de expectacion de cualquier operador es
(00)) =Tr(0p(0)) = 3 p, (7, ()0 7,(1),

donde 77 significa la traza de la matriz.
Si consideramos un conjunto de estados completos ortonormales ﬂn>} los cuales no

son autoestados del operador densidad, entonces la probabilidad P, (7), de que el sistema

esté en el estado ‘n> al tiempo t, estd dada por el valor de expectacion del operador
densidad en dicho estado

R)=(np0)n)= X p,n
El valor de expectacion del operador O evaluado respecto de representacion ﬂn>}

(0(t)) =Tr(0p(t)) = Z<n\0 n')(n'|p(6)n)

La cantidad <n'\ p(t)\ n> se denomina la matriz densidad.

7,(0)) (7, (O)n)

FUNCION DE ESTRUCTURA

Calculemos el volumen que ocupan los puntos de estado en el espacio de fase que
poseen energia menor que E, o sea la region del espacio de la fase que cumple con la
condicion 0 < H"(X") < E, representamos a este volumen como Q(E).

QE)= [dx"
0<HY (XV)<E

Para analizar esta integral asumamos que el espacio de la fase puede estar dividido
en capas, cada una con diferente energias, y que las capas pueden ser acomodadas en orden
de energia decreciente. Luego la derivada de este volumen respecto de la energia nos da el
area superficial de cada capa de energia X(E), también llamada funcion de estructura.
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dQ(E)

g o)

ENTROPIA

La entropia es una cantidad termodinamica positiva, aditiva y que toma un valor
maximo en un estado de equilibrio termodindmico. Existen varias formas funcionales de
elegir esta cantidad, nosotros usaremos la expresion de Gibbs

§ =~k [ p(X")log(C" p(x " )dx"
donde k es la constante de Boltzman y C" se coloca para obtener las unidades correctas.
Para un sistema cuantico la entropia de Gibbs toma la forma
S =—kTrplnp
donde la traza del operador densidad se toma sobre un conjunto ortogonal completo de
estados de base

CONJUNTOS ESTADISTICOS

CONJUNTO MICROCANONICO

Un conjunto microcandnico es un sistema aislado y cerrado, lo que significa que el
sistema posee un nimero de particulas fijas &, que ocupa un volumen ¥ en el espacio de
configuraciones y que los puntos de estado se encuentran restringidos a una superficie de
energia constante £; debido al principio de incerteza de Hisenberg consideraremos que los
puntos de estado se encuentran en una capa de energia £ — E + AE , donde podemos tomar
AFE tan pequefio como queramos.

Para obtener la densidad de probabilidad de equilibrio debemos encontrar un
extremo de la entropia de Gibbs, sujeta a la condicién de normalizacion de la densidad de
probabilidad

[p(x™ydax™ =1
E<H(XY)<E+AE
la integral estd restringida s6lo a la capa de energia, ya que la densidad de probabilidad
fuera de alli es cero.

Utilicemos el método de multiplicadores de Lagrange para encontrar el extremo de

la entropia; como tenemos una solo restriccion, tenemos un solo multiplicador ¢, .

Necesitamos que la siguiente variacion sea cero
5 [ @p(X™) = kp(x ") m[c¥ p(x ™) hax™ | =0

E<H(XY)<E+AE

que nos queda
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[(a, —km[c” p(x ™) |- Bp(x*yax ™ =0
E<H(XV)<E+AE
dado que la variacion Sp(X")es arbitraria, la integral sera cero si el integrando es cero,
luego
(ot —kIn|CY p(X¥)]-k) =0

con lo cual

p(X ):Ci

donde K es una constante y se puede calcular a partir de la condicion de normalizacion.
Luego

L aon _ {K siE<H(X")<E+AE
N

0 paraotroscasos

by E<H(X")<E+AE
Q,.(E,V,N)
p(X")=

0  paraotroscasos

donde Q,,(E,V,N) es el volumen de la capa de energia, Q,,(E,V,N)= A(E)Z(E,V,N),
donde X(E,V,N) es la funcion de estructura.
La entropia queda

S(E.V,N)= kln[QAE(E’NV’N)j

donde C" tiene las mismas unidades que Q Az» Y Do puede ser determinada clasicamente,
luego debemos recurrir a la mecanica cuantica, donde encontramos que para particulas
distinguibles C" = (h)’" , y para particulas indistinguibles C" = N!(h)**. Como & el

Q. (EV,N)
N

volumen es el volumen de un unico estado en el espacio de la fase representa

el numero total de estados en la capa de energia E — E + AE .
La entropia es la ecuacion fundamental para el sistema, ya que a partir de ella
podemos derivar todas las propiedades del sistema, por ejemplo la temperatura esta dada

oN

Para sistemas cuénticos, debemos encontrar un conjunto de estados ‘E ,n> respecto

por T = [OEJ ; la presion por P = (OEJ ; y el potencial quimico por u= ( an
oS )y v oV Jsn sy

de los cuales la matriz de densidad sea diagonal. De tal forma que la entropia sea
N(E)
S=—kTrplnp=—k > F,InP,
n=1

donde P, = <E N lb‘E ,n> es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado ‘E ,n>.

La condicion de normalizacion toma la forma
N(E)

Trp=> P =1
n=1
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Si consideramos que el nimero total de estados con energia £ es N(E), obtenemos
1

})nzﬁ y SZkIHN(E)

CONJUNTO CANONICO

Un conjunto candnico es un sistema cerrado en el cual la energia total del sistema
fluctua, lo que significa que el sistema posee un nimero de particulas fijas N, que ocupa un
volumen V en el espacio de configuraciones. Por lo tanto, necesitamos encontrar la
densidad de probabilidad para la energia total y que se corresponda con un extremo de la
entropia.

Las restricciones de nuestro sistema son dos, la normalizacion de la densidad de
probabilidad en todo el espacio de la fase I'

[p(xMyax ™ =1

y que la energia total tome un valor medio fijo
(E)= j HX)p(XV)dx"
r

Introduzcamos un segundo multiplicador de Lagrange «,, para calcular la variacion
correspondiente a un extremo de la entropia con las condiciones de restriccion

5{ [(@up(X™)+a, HX ) p(X ™) = kp(X ™) In[C™ p(XN)])dXN} =0

donde obtenemos la condicion para el extremo
oy + o H(XY )= kIn|CY p(X V)] k=0

Z,(V.,0,) = ( - 0}‘;) - ClN exp("l‘:jﬂ()ﬂ)dx”

donde Z,(V,a,) se denomina la funcion particion del conjunto. Multipliquemos la

luego

condicién de extremo por p(X") e integremos en todo el espacio. Obtenemos
(e =0 [ X)X +ar, [ p(XYH (X)X = k[ p(X ) In[CY p(X ™)™ =0
si identificamos el valor medio de la energia con la energia interna del sistema U =<E>
obtenemos
—kInZ,(v,a,)+a,U+S=0
recordando que la energia libre de Helmholtz se escribe como A4 —U + ST =0, podemos

identificar a

aE=—; y A=—-kTlnZzZ,(T,V)

con lo cual podemos escribir la funcion particiéon como
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Zy(T.V) = ClN [ty

donde B =(kT)",y reescribimos la densidad de probabilidad
1 v
V)= o P
AT C"Z,(T.V)
La energia libre de Helmholtz es la ecuacion fundamental para un sistema cerrado,

ya que la entropia esta dada por S = —(2;{) , la presion se obtiene con P = _( OAJ ,
T.,N

o

V,N

el potencial quimico con —(OAJ
a ! 8 oN T,V.

Para un sistema cuantico el operador densidad queda
pN :eﬂ(A(T,V,N)—HN)

y la funcioén particion
Z(T,V,N)= o AT N) _ Tr(e‘ﬂm')

donde la traza se evalua con respecto de un conjunto de estados con base ortonormales
convenientes.

CONJUNTO GRAN CANONICO

Un conjunto gran candnico es un sistema abierto en el cual, tanto la energia total
del sistema, como el niimero de particulas fluctiian. Sin embargo, para un sistema abierto

en equilibrio, vamos a pedir que el valor medio de la energia <E> y el valor medio del

numero de particulas <N > estén fijos.

La condicion de normalizacion toma la forma
ij()(”)dx” =1
n=0

donde la sumatoria es sobre todos los posibles nimeros de particulas del sistema
Las condiciones de restriccion son, el valor medio de la energia

(E)= [H(X")p(x")ax "
n=0
y el valor medio del nimero de particulas

V=3 [Np(x™yax™

introduzcamos un tercer multiplicador de Lagrange ¢, , para calcular la variacion
correspondiente a un extremo de la entropia con las condiciones de restriccion

5{? [@p(X™) + e, H X)) p(X ™)+ o Np(X™) kp(X”)ln[CNp(XﬁbdX”} =0

donde obtenemos la condicion para el extremo
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oy + o H(XY ) +ayN —kIn|CY p(X™)]-k =0
luego obtenemos la funcion gran particion

o0

— N ! Qg Ny, Oy N _ (ao/k)
H((xE,V,(xN)—ZCNJAeXp[kH(X )+kdeX =e

N=0
multipliquemos la condiciéon de extremo por p(X") e integremos en todo el espacio.
Obtenemos
—kInE(a,,V,ay)+ay(E)+S+ay(N)=0
recordando que la ecuacion fundamental para el gran potencial Q=U —TS — uN , podemos
identificar a
1

=T o W =§ y QT.V,u)=—kTInE(T,V,u)

luego podemos escribir la densidad de probabilidad como
1 e
p(XY)= Feﬁ(Q(T,V,y) H(XY )+ 1Ny
Para un
oQ

sistema gran canonico la entropia esta dada por S:_(OTJ , la presion por
V.u

o ou

Para un sistema cuantico el operador densidad queda
pY = POV pl=A")

P= _( an y el nimero medio de particulas por <N > = —(GQ) .
T,u T,V

donde N es el operador nimero de particulas y la funcion particiéon queda
Z(T,V,N)=e POV = Tp(e oy

donde la traza se evalua respecto a un conjunto de estados con base ortonormales
convenientes.
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