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MECANICA CUANTICA

En la mecanica clasica el estado de un sistema se describe en un instante
determinado dando todas sus coordenadas g y sus velocidades ¢ . En mecanica cuantica el

estado de un sistema se define dando una determinada funcion (en general compleja) de las
coordenadas, con la particularidad que el cuadrado del mddulo de esta funcidén determina la

¥|dg =¥¥'dq . Esta
expresion nos da la probabilidad de que una medicion realizada sobre el sistema, dé como

resultado el valor de sus coordenadas en el elemento dg del espacio de configuraciones. La
funcion W se llama funcion de onda del sistema.

distribucion de probabilidades de los valores de las coordenadas,

OPERADORES

Una variable dinamica que puede ser medida, se denomina en la cuantica un
observable y es representado por un operador matematico. Un operador es un ente
matematico que realiza una accion sobre una funcion.

En general cuando un operador actia sobre una funcion (la cual puede ser
compleja), el resultado es otra funcion Af = g, el operador 4 actta sobre la funcién 'y el
resultado es la funcién g. Pero, en ciertos casos el resultado es la misma funcién
multiplicada por una constante, a estas funciones se las denomina autofunciones y a las
constantes autovalores del operador.

Af, =w,f,
con w constante, a esta ecuacion se la conoce como ecuacion de autovalores.
En general la ecuacion de autovalores son Af, = w, f, , donde las autofunciones f, y

los autovalores w, son todos distintos, formando las autofunciones un conjunto completo de
funciones del operador. Luego podemos desarrollar cualquier funciéon g como una
combinacion lineal de todas las autofunciones

g=>c,f, n=123 .

Un caso especial es cuando un conjunto de autofunciones tienen el mismo autovalor
Af, =wf, n=1,2, ...,k
a este conjunto de autofunciones se lo denomina degenerado.

CONMUTADOR

Se define el conmutador de dos operadores como
[4,8]= 48- B4
de la definicion de conmutador se puede concluir que si dos operadores conmutan, tienen el
mismo conjunto de autofunciones.
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OPERADORES DE LA MECANICA CUANTICA

En la mecanica cuantica el operador posicion esta representado por
% — x para una dimension en coordenadas cartesianas
7 — 7 para el caso tridimensional
El operador cantidad de movimiento lineal o momento lineal esta representado por

. d : . .
p.— —zhd— para una dimension en coordenadas cartesianas
x

p — —ihV para el caso tridimensional

donde 7 es la constante de Planck dividida por dos pi, # = %ﬂ

b

fj .

f , 1
El operador energia cinética de una particula de masa m, EC =5 queda
m

2 2 g2
E = 1(— if d j __ para una dimension

‘" 2m dx 2m dx’
2
E = —2—V2 para el caso tridimensional
m
El operador para la energia total del sistema es el operador Hamiltoniano
A=E+E,
para una particula de masa m moviéndose en una dimension en coordenadas cartesianas es
wod’
H=————+V(x)
2m dx
y si la particula se mueve en el espacio tridimensional su Hamiltoniano es
h2
H=—""V’+V(F)
2m

ECUACION DE SCHRODINGER

Para un sistema fisico en la mecanica cuantica, la funcion de onda ¥ (7,7,....,7)
determina completamente el estado del sistema en un tiempo ¢, esto significa que no s6lo
define las propiedades del sistema en dicho instante, sino que también determina su
comportamiento en todos los instantes futuros, naturalmente so6lo con el grado de plenitud
que permite la mecanica cuantica.

La funcion de onda de un sistema se encuentra resolviendo la ecuacion de
Schrodinger

%Y~ e
Ot
a esta ecuacion se la conoce como la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo y ¥
es la funcion de onda dependiente del tiempo.
Los estados de un sistema en el cual el Hamiltoniano no depende explicitamente del

tiempo, posee valores de energia con valores determinados, estos estados se llaman estados
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estacionarios del sistema. Estos estados se describen por medio de funciones de onda ¢(r),
las cuales son soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

H¢n = En¢n
esta es una ecuacion de autovalores del operador Hamiltoniano, en la cual ¢, son las
autofunciones y £, los autovalores de la energia.

Los valores de energia (E,) son nimeros reales, y las funciones de onda (¢,,) forman
un conjunto completo de funciones ortonormales, de tal forma que
ey g
J‘¢n¢mdr - 5nm
todo-el-espacio

donde §; es la funcién delta de Kronekett, 8, =1si n=m,dum = 0,81 n #m

Se define como estado fundamental de un sistema, al estado estacionario que posee
el menor de todos los valores posibles de energia.

Las funciones de onda dependiente del tiempo son

LEt
VY, (F.0)=¢,(F)e "
La distribucion de las probabilidades de las coordenadas en un estado estacionario

esta determinada por el cuadrado del modulo de la funcion de onda ; 2 y esta

distribucion no depende del tiempo.
El valor medio o valor de expectacion de cualquier magnitud fisica, cuyo operador
no dependa explicitamente del tiempo es

= [ 2%,dr = [¢;49,.

NOTACION DE DIRAC

Una notacion mas simplificada es la notacion de Dirac, en la cual representamos las
integrales como

(m|An)=[,4¢,dr
el simbolo |n> se denomina ket, y representa a la funcion de onda ¢, , y el simbolo <m| se

denomina bra y representa a el complejo conjugado de la funcion de onda ¢, .

MOMENTO ANGULAR

El operador momento angular esta representado por
L — 7 x(=ihV)
Es importante destacar que en mecanica cuantica, es importante conocer el cuadrado
del mddulo del operador momento angular £, y una componente de este la que elegimos
como la componente z, L . Para analizar el momento angular de una particula es

conveniente trabajar en coordenadas esféricas , con lo cual nuestros operadores de interés
quedan
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P =-n? ! 0 (sen(@) 8) + %i
sen(0) 00 00 ) sen (0)0p
L=-inl
op

notemos que estos dos operadores s6lo dependen de las dos coordenadas angulares.
Ambos operadores tienen el mismo conjunto de autofunciones, las cuales se
denomina armonicos esféricos

e [0+ DI~ |m)!
Yul00)= o \/ 2( + |m)!

B (cos@)(-)"""

donde P,""‘(cos(@)) es el polinomio asociado de Legendre normalizado.
Las ecuaciones de autovalores quedan

ry,, =1(1+)r%Y,,

I:zYlm = thlm
Donde / puede ser cero o un entero positivo, y m tiene sus valores restringidos a la
condicion |m|<1,0 m=—~I,~I+1,...,1 -1,

Un estado cuantico representado por la funcion Y, , lo representaremos como |lm>

ATOMO DE HIDROGENO

Consideremos el problema de dos cuerpos el electron de masa m, y el proton de
masa m, siendo ésta aproximadamente 2000 veces mayor a la masa del electron. La masa

memp

reducida del sistema es u = = m, . El centro de masa del sistema se encuentra muy

me+mp

proximo a la posicion del protdn, por lo que se considerara la energia cinética de la masa
2

reducida £, = —2—Vi. La energia potencial del sistema es la energia potencial
u
coulombiana de dos particulas cargadas, por lo tanto la energia potencial es funcién del

Ze*
dre,r

modulo de la distancia de separacion de las dos particulas Ep =—

La ecuacion de Schroedinger para el atomo de hidrogeno queda

2 2
vy kg
2u dre,r
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si la escribimos en coordenadas esféricas
(20 o I ze’
R s B
Qu\ror or rh 4re,r
Si utilizamos separacion de variables para la funcion de onda en una parte radial y
otra angular ¢nlm(r,9,(p)= R,()Y,, (0,9), y recordamos que los armonicos esféricos son

autofunciones del operador L°, obtenemos la siguiente ecuaciéon de Shroendinger para la
parte radial

R=ER

ror  or r

2 2 2
_h_g&_R+8R_l(ltl)R_Ze
2u dre,r

(n— Z"‘l) —p/2 I 2+

2l

Las funciones de onda radiales son R ,(r) =

(p)

222 4

r 'y L*(p) eselpolinomio asociado de Laguerre

n+l

Donde p =

Los niimeros cuanticos n/m pueden tomar los siguientes valores
n=1234,.....
[=012,....,n-1

Los valores de los autovalores de la energias asociados con la funcion de onda
uz’e
2h°n’

Como se ve, para cada valor de n, tenemos n valores distintos de /, y para cada uno
de estos valores de / tenemos 2/+1 valores de m, con 10 cual resulta que para cada nivel
energético del atomo de hidrégeno E, le corresponden n’ func10nes de onda ¢, , esto es

radial son £, =—

que cada nivel energético tiene un grado de degeneracion de n”.

ESPIN

Las particulas cuanticas tiene un movimiento angular intrinseco, aparte del
momento angular orbital; a este momento angular intrinseco se lo denomina momento
angular de espin o simplemente espin. Los operadores de interés relacionados con el espin

son $* el cuadrado del modulo del momento angular total de espin de la particula y
S, correspondiente a la componente z del momento angular de espin de la particula.

Como el espin es un momento angular, los valores propios o autovalores de $* son
s(s + 1)7?12 con s§= 0,5,1,— ........

ylos S, son

mh con m,=-S,—s+1,..... ,s—1s
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: . . 1 :
Los electrones tienen un unico valor de espin s = X con lo cual los valores propios
. 1 1 1
de la componente z del espin son — Eh , y + Eh; los valores de m_ = +5 corresponden al

espin hacia arriba o espin up, y los valores de m_ = - corresponden al espin hacia abajo o

espin down.
Las funciones propias o autofunciones de $* y $, se denotan con a y B para el
espin up y down respectivamente, tal que

A 1 A 1
Soa=+_h SB=—h
a=+_ha B=— 1B
3 3
S’a ="ha S*p="hn
4 p 4 p

FUNCION DE ONDA COMPLETA DEL ELECTRON

Si tomamos como variable de la cual dependen las funciones de onda del espin a m;,
tenemos a =ca(m,),y [ =f(m,).Podemos construir las funciones de onda completa

para un electron, incluyendo las variables espaciales y de espin ¢, (r,0,¢,m,)
¢nlmm3 (r,@,go,m.Y ) =R, (Y, (0,p)a(m,) paraespinup

Drtm, (r,Q,go,m.Y ) =R,()Y,, (0,9)B(m,) paraespindown
Con estos nuevos conjuntos de funciones de onda, la degeneracion de los niveles de
energia del atomo de hidrogeno pasa a ser 2n°.

PRINCIPIO DE INCERTEZA DE HEISENBERG

El principio de incerteza de Heisenberg nos dice que
ApAx=h o AEAt = h
lo que nos dice que /4 es el volumen que ocupa un unico estado en el espacio de la fase.
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